Heuristica e Educa¢cdao Matematica

RESUMO

O texto que se segue ¢ uma tentaliva de organizar informa-
¢Oes coletadas na revisfio de uma literatura, digamos, “clissica™a
respeito de “*Heurfstica e ensino da Materndtica™ . As questdes que
acheirelevantes (e também recorrentes) nos textos consullados sio
apresentadas, indicando autores e referéncias paraque, levantando
algumas das idéias e posturas sobre o assunto ¢ dando a conhecer
sua paternidade (s vezes, compartilhada), possa, de alguma forma,
auxiliar os que se dispdermn a aprofundar as pesquisas ou ensalar
proposias para o ensino,
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ABSTRACT

This text is an altempt to organize picces of information
collected inthe reviewing of a “*classic”’ literature about **Heuristic
and Mathematics Teaching™. It presents schematically relevant
and recurring questions in the texts researched pointing out authors
and references in order to outline ideas and positions about this
matter and make it known their paternity (sometimes shared by
more than one person). All these procedures will help people who
want (o make a deeper research or to venture in proposition for
teaching.
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Problem solution.
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1. O gue é Heurfstica?

Na vida cotidiang, freqlientemente surgem diante do homem
sityagBes em que as circunstiincias ¢ as exigéneias do exercicio de
uma atividade geram conflitos. Ele precisa executar uma séric de
agies ¢ solucionar este ou aquele problema, Contudo, as condigdes
reinantes ndo lhe proporcionam meios para solucionar esscs pro-
blemas, ¢ mesmo todo o arsenal de experiéncias passadas niio Ihe
apresenta qualquer esquema completo adequado s condigoes
emergentes. A fim de descobrir uma saida para cssa situagio. o
homem deve criar uma nova estratégia de agho, isto ¢, concretizar
um ato de criagho. Contingéneia como esta é. normalmente, deno-
minadaum “problema’” ouuma “'situagio problemdtica”, ao passo
que o processo psiquico que, para auxiliar sua solugho, clabora
uma nova estratégia que se mosira como algo inddito, ¢ designado
como “'pensamento eriador’’, ou, para usarmos uma terminologia
que nos vem de Arquimedes, “atividade heuristica™. (PUCKIN,
1969, p. 8)

HEURISTICA cra o nome de um certo ramo de estudo, niio
bem delimitado, pertencenic & Logica, i Tilosofia ou i Psicologia,
“muitas vezes delineado, mas raramente apresentado com deta-
lhes'. (POLYA, 1978, p. 86)

As origens desta “ciénein” remontam talvez qos trabalhos de
alpuns comentaristas de Eaclides. Pestaca-se na histdria do desen-
volvimento deste estudo o nome de Pappus. [amoso matemdtico
arego do século [ a.C., autor do livro 0 Tesouro da Anilise™ ou
“A Aric de Resolver Problemas™. As mais famosas tenfativas de
sistematizagio da HEURISTICA devem-se a Descartes (1596-
1630) ¢ Leibnitz (1646-1716), ambos grandes matemdticos ¢
filésofos. Deve-se citar ainda uma notdvel descrigio pormenoriza-
da da HEURISTICA, elaborada por Bemwd Bolzano (1781-
1844). (POLYA, 1978)

O objctivo da HEURISTICA ¢ o estudo dos mélodos ¢ das
regras de descoberta ¢ da invenglio. Assim, a HEURISTICA.
*‘¢idncia ou arte da pesquisa ¢ da invengiio™, propde-se responder
i pergunta: “‘Como proceder para resolver problemas?”, o que
sugere a possibilidade de existir um método analitico para o
descobrimento de verdades cientilicas. (HOLANDA, s, verbete:
Heuristica)

AHEURISTICA serd, pois, aciéneia que esiuda as constantes
da atividade do pensamento crindor. Nio importa o lipo de proble-
MAas Pois 0 gque Procuramos sio 0s aspectos comuns na mancira de
tratar 08 mais variados deles: consideram-se os aspectes gerais,
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independentemente do assunto especifico de cada um.

Seus objetivos, no entanto, néio se reduzem as pesquisas das
constantes do pensamento criador, mas compreendem também a
claboragio de métodos ¢ modos de diregio dos processos hearfsticos.

Para tanto, a HEURISTICA moderna procura compreender
o processo solucionador de problemas, particularmente as opera-
¢hes mentais tpicas desse processo, que techam utilidade. Levam-
sc em conta lanto as bases 18gicas, quanio as psicolégicas. (PUC-
KIN, 1969; POLYA, 1978)

Ainda que aos problemas heuristicos se dediquem atualmente
engenheiros ¢ matemilicos, psicdlogos e Misidlogos, pedagogos ¢
administradores de empresa, ¢ ciéneias tais como a Psicologiaca
Sociologia e alé a Neurologia ¢ a Quimica Psicoldgica, na busca
da conquista de meios de estimulo ao trabalho cerebral criador
(PUCKIN, 1969}, a base sobre a qual se assenta a HEURISTICA,
segunde POLYA (1978), deverd ser sempre a experiéncia na reso-
lugio de problemas ¢ a experiéneia na observagiio desta atividade
quando realizada por oulros.

2. Problema?

Muito se tem fulado sobre “resolughio de problemas™. Afinal,
o que € um "PROBLEMA™?

A palavra vem do grego “PROBLIMA™, pelo latim “PRO-
BLEMA”. Pode referir-se a uma questio (matemitica) proposta
para que se The dé uma solugiio, ou uma questio niio solvida ¢ que
¢ objeto de discussio (em qualquer dominio do conhecimento).
Trata-se outras vezes de uma proposta duvidosa que pode ter
numerosas solugdes, ou qualquer questio que dé margem a hesi-
tagio ou perplexidade, porque diffcil de explicar ou resolver. Em
psicologia, PROBLEMA poder ser, ainda, um conflito afetivoque
impede ou afeta o equilibrio psicolégico do individuo. (HOLAN-
DA, s.d.. verbete: Problema)

Em seu “PEQUENO DICIONARIO DE HEURISTICA™,
POLYA (1978) nilo incluiu o verbete PROBLEMA, embora dis-
corra sobre problemas “‘auxiliar™, “rolineiro”, “de dctermi-
nagio”, “de demonstra¢io™ e “priticos’’. Muitas vezes, a utiliza-
¢io demasiado freqiiente do termo dissimula a recessidade de nos
determos na reflexiio sobre o scu signilicado,

Talvex restringindo um pouco, vamos caracterizar o ''PRO-
BLEMA™ pelo desencadeamenta de utn comportamento tipico: a
alegria da descoberta. Assim, uma questiio da qual ji se conhece
a resposta nio serd um PROBLEMA. O PROBLEMA tem que
possuir o clemento da incerteza. IS ele que instiga e faz da busca
da solugio uma aventura real e nfo um mero encadeamento de
atitudes jd de antemiio previsiveis. (GLAESER, 1971)

Ser ou ndio ser um PROBLEMA dependerd, ainda, da reagio
daquele para quem se aprescntou a questiio. Sc a pessoa nio
encontra uma solugiio Gbvia, unediata, mas reconhece que a con-
juntura exige uma agfio ¢ quer ou precisa agir sobre ela, entio,
cncontra-sc mesmo diante de um PROBLEMA. (GAZIRE, 1088)

Isso nos leva também a considerar que, conforme se formula
uma questiio, ela poderd scr ou nfio um PROBLEMA, pois que
desencadeard ou ndo a atiude de enlremtamento e busca que
caracteriza o resolvedor de prablema, como tal.

3. Heurislica ¢ resolucio de problemas
A vida é sé resolver probiemas?

Muitos pesquisadores 18m-se dedicado 4 andlise dos méiodos
heurfsticos. Os problemas da atividade intelectual criadora atraem
cada ver, maiar atengio dos representantes de vérias especialida-
des.
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Nio &, evidenlemente, apenas a curiosidade cientifica que
motiva essas pesquisas. Hi grande interesse prético. Nos dltimos
anos, ficou patente que o estudo da Hewristica pode ter grande
influéncia no progresse téenico. Quande surge diante da humani-
dade qualquer problema cientilico ou 1éenico, para o qual inexis-
tem neios determinados ¢ nitidos de resofugdio (um problema com
um campe di procura indefinide), sua sohigio nfio pode ser obtida
fora da atividade mental concreta de homens concretos.

Por isso, a atividude heuristica de um tdenico, um cienltista,
um inventor, ainda que individual, cumpre uma fungdio na comu-
nidade humana. Produz teenologia, produz (eorias que explicam
os enigmas da natureza, B quanto mais rapidamente se desen-
volvem a ciéneia e a téenicy, lano maior & a importineia da
atividade intelectual eriadora do homemn na vida social, tanto
maiores as exigéneias quanto d intensidade ¢ eficiéneia dessa
atividade (PUCKIN, 1969).

Empoelgando-se com tais consideragdes, pode haver quem sc
arrisque a defender a preocupagiio com & heuristica por ser a
prépria vida uma sucessio de problemas (entendido num sentido
amplo). Desta maneira, o pensamento, de sua parte, identificar-se-
iacom a propria atividade heorfstica.

No cntanle. a nogho de atividade hewristica ¢ algo mais
restrilo do que o pensamento. Predominam na atividade mental
humana diversas operagdes intelectuais elaboradas duranle :
aprendizagem ¢ o desenvolvimento, bem como imagens inlelec-
tuais ¢ aulomatismos. Cotidinnamente, através de processos deste
tipo, vém sendo resolvidos muitos problemas humanos, Conguan-
to incluam as operagdes intelectuais como suas componentes, a
atividade ou os processos heurfsticos possuem, a0 mesmo tempo,
sua prépria especificidade. Exatamente por isso ¢ que se deve
interpretar a atividade heuristica como uma varianie do pensamen-
1o humano, geratriz de novos sistemas de agfio. o qual desvenda as
constantes dos objelos & volla do homem, que até entéio permane-
ciam desconbecidos. (PUCKIN, 1969, p. 9)

E. sem divida, uma variante considerdvel, mas o pensamento
humano ¢ mais que um mero “re-organizador”™ de informagies o
estratégias, Sua propria “flutdez™ lhe confere. por vezes. um
cardler de “grawidade’. Essa gratuidude liberta ¢ homem da
objetividade, Taz de sua vida mais que uma “sucessiio de proble-
mas’’

A contemplagiio, o éxtase, o nio-pensar: sio timbdém varian-
tes do pensamenlo. Emergem nos miomentos em que a vida é
entrega.

Idue, Rev,, Belo Horizonte (16): 31 - 38, dex. 1992

4. A resolugiio de problemas ¢ o ensino {(da matemdatica)

A vida nio € s6 resolver problemas.

Mas, muitas vezes, resolver problemas é o que se nos apre-
senta.

A medida que 0 homem incrementa sua vida de relagéo,
multiplicamn-se as siluagbes ¢ as possibilidades de combinages
novas de contingéneias, que exigem dele uma resposta inédita. A
elaboragio da estratégia de sua agho requer, sem divida, algo de
pessoal, a criatividade, que & prépria do individuo. Mas pede
também uma certa habilidade, talvez uma intimidade com os
recursos (extemos ¢ inlemos) de que dispde: um certo *“treino’” em
lidar com o nove, que estimule a curiosidade, permita o “‘desar-
me™’, abra & compreensao, fertilize a criagfo, ilumine o discerni-
mento, oriente o planejamenio, encoraje a agao, fortalega a perse-
verangd, aguce a criatividade ¢ acene com a esperanga da alegria
da descoberta.

Assim, sc em nossa vida vamo-nos deparar com indmeros
problemas a resolver, € justo que nossa educagio inclua algum
treinamento na habilidade de reselver problemas.

O cnsino de Matemdlica pode oferecer, neste aspecto, gran-
des oportunidades. Se se desafia a curiosidade dos alunos, apre-
sentando-thes problemas compativeis com seus conhecimentos e
interesses. auxiliando-os, por vezes, ¢ abandonando-os (sempre
que forem capazes de caminhar sozinhos) 4 aventura da busea,
ser-lhes-fio proporcionadas a experiéneia da tensiio e a alegria da
descoberta ou, ainda, as lighes do fracasso, que podem ser funda-
mentais para o desenvolvimenlo critico de suas potencialidades.
(POLYA, 1978)

Vista assim, a resolugiio de problemas poderia assumir o
“status”™ de CONTEUDO do ensine, como preconiza o trabalho
de IREM de Strashourg, “Pedagogie de ’exercise et du probleme”
(1976). Desta mancira, tomada como um processo, cuja aprendi-
zagem ¢ hisica para a formagio do aluno, ou seja, como uma
“atividade matemitica formadora™, a reselugdo de problemas
deveria ser proposta pelos préprios programas oficiais para que,
depois, s¢ escolhessem as teorias, ensinadas em fungiio dos pro-
blemas que s¢ poderiio submeler aos alunos.

Entretanto, encarada como CONTEUDO do ensino de male-
mitica, a resalugfio de problemas poderia receher enfoques dife-
reates: Acreditando-se que ensinar Matemdtica equivale a ensinar
aresclver problemas, a “resolugiiode problemas™ apareceria como
o préprio objetivo da tarefa do ensino, mas ela poderia surgir, por
outro lado, tio-somente como uma habilidade bdsica para a mate-
mdlica, como o &, por exemplo, fazer contas. (GAZIRE, 1987)

Parece-nos, porén. que a resolugiio de probleinas sé agora
comega a despontar, ¢ ainda timidanente, como CONTEUDO de
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ensino. O que vemos mais (reqlientemente sio problemas sugeni-
dos como APLICACAQ do contetido dado. ou, na melhor das
hipdteses, como MOTIVACAC ou METODOLOGIA de ensina.

- Neste caso, 0 que temos enlio é a resolugao de problemas
posta a servigo - © de maneira bastante significativa - do ensino de
Matemitica.-

Adualmente, muitos cnicaram a Matemdtica como um produto
“pronio ¢ acabado’™: a uma andlise segue-se uma sintese (ormali-
zada ¢ o resuitado ¢ apresentado como Matemitica “prontu”.
Tem-se a impressiio de que nio hi questdes, nio hi problemas, nido
hd davidas, nio hd possibilidade de enganos, desvios, crros ou
fracassos, Tudo ji foi feito. A Matemitica & um conhecimento
estdtico. (FREUDENTHAL. 1973)

No entanto. todo matemdlico sabe. a0 menos no nivel do
inconsciente, que. além da Matemdtica ““pronta”, existe a Mate-
mitica que ¢ atividade. é processo, ¢ conhecimento dindmico, com
avangos ¢ retrocessos, dividas ¢ suspeitas. possibilidades malti-
plas ¢ potencialidades inexploradas,

O desconhecimento da “Matemilica ativa™ por parte dos
nio-matemdticos deve-se. em grande parle. 1o antagonisme que
se estabeleceu entre a Matemitica “que se aprende na escola™ ¢ a
“wverdadeira Matemiitica™.

Fundamentalmente. existe uma Matemiitica que ¢ ciéncia
ativa sob a responsabilidade competente dos seus adeptos (muito
acima do alcance das “pessoas comuns”) ¢ uma Matemitica gue
¢ cidneia jd pronta. uma colegiio de algoritmos. uma diluigho da
primeira, uma “Matemdsica de mentirinha™ para escolares
{IFREUDENTHAL, 1973}

I2 claro que. para ser ensinada, ums cidneia deve seradaplada
i capacidude dos aprendizes. mas o que ocorren [oi que a yersio
“ascolar™ da Matemdtica desenvolveu-se independentemente da
“verdadeira” Matemidtica, chegando. apds um séeuio de autono-
mia. o um impasse, poeis nio levaa parte alguma: nem iMatemdtica
avangada, nem i vida,

Isso ¢ fruto da dificuldade de se conciliar o ensino da Mate-
mdtica - um Usistema dedutive™, uma Tciéneia pronta’ - com o
eslorgo pedagdeico de estimular uma aprendizagem ativa. A saida
encontrada parece ser as is Taplicagdes”, problemas que niio
fazem mais do que substituir os parfimetros das proposigbes gerais
por valores especiais. Nio € de se admirar que o alune aeabe
construinda uma imagem um Lanto caricatural da Matemdtica,
durante os seus muitos imos de escolu., (FREUDENTHAL. 1973)

Entretanto, a preocupagia com o ensino di Matemidtica lem
aumentado i medida que aumentz a tmportineia da propria Mate-
mitica. Se a Matemdticu & para ser aplicada. deve-se ensinar ¢
aprender a aplicar a Matematica Mas “aplicar Matemdtica™ ¢ muis
der que substituir os parimetros dos teoremas ¢ leorias por valores
nunréricos, Cada vez que a Matemdtica & aplicada, ela deve ser
“re-criada’. B isso ndo pode ser feite aprendendo Matenitica
como um “produto acabado™. Se o aluno deve aprender & “re-in
ventar” a Mutemidtica, deve aprender “re-inventando’. . como sc
fora um matemdtico. O conhecimento ¢ a habilidade adquiridos
por Tre-invengdo’ sio melhor compreendidos ¢ s Tacilnente
preservidos do que os assimilados por um processo menos alive.
{(FREUDENTHAL., 1973}

“Resolver problemas™ ¢ uma alividade gue eferece boas
oportunidades de criagia (ou re-criagio™).

Se estumos de Tato, diante de um problema, de uma situagio
nova, de questdes para as quiis niio temos uma resposti imedia,
temos que “re-organizir 08 canhecimentos de que dispomos ¢
“re-dimensiond-los™; lentar novas combinagoes ¢ avalid-las erin-
camente; aventurar-nos com anddeia ¢ discernir com sagacidade:
enfim, encarar o nove que nos chega ¢ responder com o nova que
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criamos ou re-criamos’ novamente.

Tomando a resolugio de problemas como METODOLOGIA
de ensino, € possivel ter-se para com a Matemdtica este tipo de
atitude. A Matemdtica apresentar-se-i aos alunos como algo que
estd nascendo diante deles, e pot suas mios. Se bem motivados ¢
orientados, os alunos sentir-sc-fio mais & vontade uo lidar com cla,
porque "autores” {ou “'co-aulores’) das cstraiégias ¢ resultados,
porque produziram o conhecimento com gue estio lidando, ou
foram busca-lo por “sua conta”... ‘¢ risco’.

Esta intimidade, essa experiéncia de criar Matemdtica, de
vi-la e fazé-la nascer ¢ se desenvalver, talvez passa reverter a
distorgiodaimagem da “Malendtica pronta” que lega ao aprendiz
uma sensacio de impoténcia ¢ uma atitude de passividade... ¢
distincia.

Contudo, conforme o enfoque que se dé ou o objetivo que se
vise, hiio de variar os “tipos™ de problemas ou as suas formulagdes
para s¢ adequarem 3s situagdes. Isso talvez merega um comentiitio
mais demorado, no qual nos deteremos a seguir.

5. Tipos de problemas

Talver Jusse até muais correto dizer “Tipos de Enunciados de
Problemas™, pois parece ser a formulagio do problema o que na
verdude o caracteriza,

De fato, & diversidade de atitudes que se procuram suscitar
nas alunos corresponde uma taf diversidade de enunciados para os
problemas que The deverdo ser proposios.

Assim. para Butts (BURIASCO. 1984): Se pretendemos do
resalvedor que lembre ou reconhega um fuo especilico. uma
definiglio ou tearema. hi que se formular o problema como um
EXERCICIO DI RECONHECIMENTO.

Exemplo 1) Dos siibolos abaixo. quais representam nuimeros
nilurws?

3oV 42w eV 2050

H:i problemas que poderfio ser resolvidos simplesmente a-
companhando um procedimento passo-u-passo. Lsses sio os
LEXERCICIOS ALGORITMICOS,

Exempla 2) Encontre o MMM.C.entre §2, 15 ¢ 16, pela [atoragiio
simultinea.

- Os PROBLEMAS Di2 APLICACAO viio exigir do resol-
vedor habilidade para “tradugiio™ dos dados ¢ relagbes para a
linguagem matemilica pois requerem. em primeiro lugar, que se
Caga uma formulagiio simbdlicn, e, s¢ depois. se passe & manipu-
Lo dos simbolos, de acordo com os virios algoritmos.

Exemplo 3) Nunmi treino de resisiéneia, irés “maratonistas” [icam
Junddo voltas numa pista circulir, mantendo sua velocidade cons-
tante. Partiram da mesma linha, ao mesmo lempo, Unideles, gasta
12 minutos em cada volia; o outro gasta 15; ¢ 0 owtro 16 minutos
em cada volta. Depais de quanto lempo eles estario de novo juntos
i linha de onde largaramy’! (compare com o exemplo 2

- Quando se quer estimubar a imaginago, a capacidade de
estimar um resultado, a prépria intuigiio ¢ a criatividade, talvez
nesma ¢ espirito aventureire, a coragem {mas também a criticida-
de) para o “chule™, propde-se o que Bults chama de PROBLE-
MAS EM ABERTO. Estes niio contém em seu enunciado a estra-
tgia para a solugiio, exigirde do aluno uma certa sagacidade para
aventar possibilidades e diseernir aquelas com melhores pessibili-
dades de éxito.

Edue. Rev., Belo Horizonte (16): 31 - 38, dez. 1992




Exemplo 4) Sc alguém pensar um ntimero cntre 1 e 15 ¢ me disser
apenas cm quais dos quadrados ele se encontra, cu “advinho™ que
niimero ¢ Descubra como ¢ por qué. Alengiior eu NAO sei os
quadros de cor’

QUADROA QUADROB QUADROC  QUADRGD
| . ’ . : coT |
1 ?l L2 Bj ¢ 5 13 10 1
15 13| 10 15| 4 s 8 12
3 R L LR R 7.0 B 14
Lo
g M 7 3] |15 14 P15 13,
: l.

- Hii ninda as STTUACOES PROBLEMAS. par veres pro-
postas pelo professor, mas melhor ainda quando apresentadas oo
destacadas do catidiano pelos alunos. O passo crucial, neste caso,
¢ identificar o problema. ou os problemas que poderiio emergir
naquela sitwagiio.

Exemplo 8) Precisamos plancjor nossa festa de lin-de-sno. to-
mando diversas providéncias inclusive um organiento para reco-
Iher as contribuigdes.

Le Livre du Probléme, Vol. 1 (IREM, 1976) apresenta uma
clussilicagiio dos diversos enunciados, a partir dos compor-
timentos que sealmeja provocar ne aluno. De certaforma, engloba
a classilicagiio de Butls, sendo, porém, mais detalhada, ¢ pringi-
palmente, mais ampla. pois que sfio tunbém mais amplas as
passibilidades que vislumbra para a resolugiio de problemas no
ensino de Matenitica.

Nesta abordugem. hi uma preocupagiio de luzer correspon-
der. aeada tipoe de enunciado, nde s6 a wtitude que se estd querendo
suscitar no aluno, eomo também o compartamenta esperada Jo
professor que propde cada exercicio, visto gque & a ele que o
trabalhe se dirige.

Assim: - Se pretendemos do aluno que ele aprendi. adguira
conhecimentos, serfio propostos EXERCICIOS DI EXPOSICAO
¢ o professor deverd ao transmitir os conhecimentos, expor incom-
pletamente. para deixar que ¢ aluno “aprenda’™ os detalhes ¢ os
CHSOK CHPICCINIS com 0 eXereicio.

Exemplo 1) (Sobre o assunto “latorsgio de um windmio biqua-
drado)

IEdue. Reve. Belo Horizonte (16): 31 - 38 dez. 19492

a) Patore os trindmios biguadrados x* + x2+ 1 ¢ x¥+1, fazendo
aparceer diferengas de quadrados.

b) Para fatorar um trindmie da forma x* + px* + q (onde p ¢
q sio ndmeroes reais), podemos distinguir dois casos,
17y se p* - 4q 2 (), pode-se utilizar a mudanga de varidvel, fazendo
y=x
2% se p® - g < ), demonstru-se que se pode escrever esie irindmio
nu forma (x° + a)* - b’x2 onde a ¢ b sfio mimeros reais a determinar.

¢} Aplique estes métodos para fatorar os seguintes Lrindmios

biquadrados:
- 13%2 + 36 Oxt - ExT+ | w4 2x- 15
4x*-17x7 + 4 3x*- 1627+ 5 xH+ Ix2+9

Se pretendemos do aluno que se envolva na procura, na
investigaglio dus soluges até encontrar a mais elegante, adequada,
ccondmica, etc., devem-s¢ propor EXERCICIOS DE PESQUISA
¢ a0 professor caberd suscitar curiosidades ¢ encorajar a perseye-
ranga ni procura.

Exemplo 2) Um urso desloca-se 1000m para o sul, depois 1000m
para o ocste, depois 1000m para o norte ¢ chega ao mesmao poento
de onde partiv. De que cor € 0 urso? Como veceé chegou a esta
conelusia?

OBS: B a este lpo de exereicio que o artigo chama de
PROBLEMA. Compire com os “problemas em aberto™ de Butts.

Se pretendemos do aluno que treine para adquirir mecanis-
mos, serdo propostos EXERCICIOS DIDATICOS ¢ u preccupa-
o do professar estard voltada para fixar conhecimentos, aptidces,
hibites.

Exemple 3} Listas de divisées a efcluar, comuns nos livros de
exercicios das primeiras séries do 19 grau. Comegam por cdleulos
cnvolvende os Ulatos fundamentais™ mais fdeeis (1, 2 ou 5), para
introduzir progressivamente outros nimeros, 86 mais tarde apare-
cem os seros miterculados no quociente ¢ divisdes tais como
208929:299 que acomulam grandes diliculdades para um estudante
de 10 anes.

OBS.. Compare com os “exercicios algoritmicos™ de Butts.

Se pretendemos do aluno que ele assuma suas respon-
sitbilidudes para conduzirum trabalho a um bomtermo, empenhan-
do-se pura niio deixar subsistirem arros, ¢ recomenddvel sugerir a
EXECUCAQ DE TAREFAS TECNICAS ¢ o professor deverd
uiciar a0 esniero ¢ exigir unt trabalho bem [eiteo,

Exemplo 3) Calcular o produto do nimero | +V 2+ V34475
por todos oy seus conjugados (isto é, 1 + Va+va+ sy

OBS. S¢ o aluno se lembrar de usar 4 identidade
(a+b) (a-b) = a®-b” cle simplificard substancialmente sua tarefa, que
ainda assim e tomard corea de ons 20 minutos. Do contrdrio,
levard muis ou nenos 2 horas,

Se preteademos do aluno que lranslira conhecimentos Ledri-
cos purit um centexlo pritico. seriio propostos EXEMPLOS DIiE
ILUSTRACAO ou EXERCICIOS DI APLICACAQ ¢ a preocu-
pagiio do professor serd relacionar o abstrato a outros centros de
mleresse.

Exemplo 5) Do eruzamiento de um coelho albino com uma coclha
chinchila (fitha de coclha albina com coctho chinehila) gual ¢ a
probubilidade de nascerem coelhos albinos™?

(O cardter chinehila ¢ dominante sobre albino)

(O cardter allvine & sempre tecessiva)

OBS.: Compare com os “problemas de aplicagio™ de Butts

Se pretendemos do aluno que se delenha e seja atencioso em

35



observar, experimentar e trabalhar, deve-se dar-lhe oportunidades
de fazer MANIPULACOES e o professor estard preocupado em
motivar os resutiados de um estudo abstrato ulterior.

Excemplo 6) Para uma posterior demonstragfio das [drmulas de
ciilculo de drcas de figuras planas, pode-se envolver primeiramente
0s alunos em trabalhos de decomposigiio das figuras por recorles
¢ “recomposi¢io’ em scguida, formando figuras conhecidas, dei-
xando que a curiosidade ¢ a experiéncia ajudem a conduzi-los
intuitivamente 3 idéia que serd mais tarde deduzida.

Se pretendemos quc o aluno verifique o valor de scus conhe-
cimentos, fazendo valer suas aptiddes, deve-sc aplicar um tipo
especial de exercicios apropriados para TESTLES, COMPOSI-
COES, EXAMES, CONCURSOS c caberd ao professor controlar
os resultados do ensino ministrado sobre cada aluno.

Tal classificagHo nio pretende ser, no entanto, nem exaustiva,
nem disjuntiva, mas enfaliza a necessidade de uma pedagogia
propria a cada categorin, Isso nos leva a formular uma outra
pergunta: como trabalhar com o problema na situagiio de ensino?

6. Como trabalhar com o problema?

6.1 A colocagiio do problema

Ao lidar com problemas, uma questio que imedialamentc
vem i tona € a da formulagho dos cnunciados.

Uma idéia matemadlica pode fornecer exereicios cujas finali-
dades scjam intciramenie diferentes. A atitudes diversas do aluno
¢ do professor correspondem enunciados com finalidades distintas.
O professar que propord os exercicios deverd ser capaz de elaborar
tais enunciados conforme scus objetivos e, muitas vezes, transpor
um enunciado de uma categoria para oulra, No entante, os princi-
pios sob os quais se redigem os enunciados siio variados, tantas
vezes opostos, ainda que sobre um mesmo tema. (IREM, 1976)

Para Butts (BURTASCO, 1984), uima das principais preocu-
pagGes daguele que clabora o crunciado de um problemad lomad-lo
o mais interessante possivel de modo a maximizar a motivagiio do
resolvedor em potencial. Ele enumera algumas sugesides especi-
ficas para certos lipos de problemas ¢ outras aplicéveis a diversos
Casos:

- Aos EXERCICIOS DE RECONHECIMENTO, que no
mais das vezes se limitam a questdes de multipla escolha, ele
acrescenta questdes abertas, do tipo “Dé um exemplo de...”", que
dao oportunidade i criatividade dos alunos; a probabilidade de
discussdes em sala sobre uma gama de exemplos, os mais diversi-
ficados, aumenta consideravelmente,

- Tomar os EXERCICIOS ALGORITMICOS mais interes-
santes &, sem divida, um desafio. Duas sugestdes sio oferecidas:
dar uma seqiiéncia de exercicios com o mesmo propdsito, ¢ dar o
reverso de problemas familiares.

- Os PROBLEMAS DE APLICACAO apresentam maiores
possibilidades para o professor usar a sua criatividade, No entinto,
hd que se preservar da artificialidade comum a esses problemas tal
como se apresenlam na maioria dos livios diditicos de que dispo-
mos. F aconselhdvel que se observem critérios tais como: trazer
dados reais, tanto no Upoe de informagdes conhecidas quanto nos
valores numéricos, de modo tal que o “desconhecido’ no proble-
ma seja desconhecido na realidade; ¢ que a resposta ao problema
seja algo que possa ter, para alguém uma razodvel raziic de busca.

- Na resolugho de problemas da vida didria, & crucial a
habilidade para discernir os dudos necesséirios dos supérfluos, as
informagdes coercntes ¢ as inconcilidveis. Assim, a colocagio de
problemas contendo dados insuficientes ou estranhos demandam
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uma andlise critica que poderd scr muitissimo (ertil.

- Hd lugar ainda para tragos de humor ou referéneias que
envolvam emotivamente o resolvedor de problemas; pode-se ape-
lar até mesmo para o absurdo, para uma [ormulagiio que torne o
problema tio ireal que o faga curioso. (BURIASCO, 1984)

Sem divida, as sugesioes apresentadas exigem do profcssor
uma boa dose de criatividade ¢ disposigiio, cerla habilidade ¢
recursos (tempo, material de consulla, eic.} ¢, principalmente,
consciéneia de seus propdsitos ¢ confianga em scus métodos.

Quuras consideragtes sobre a formulagho dos enunciados sio
passiveis de longas sugestdes das quais nos abstemos para enfocar
a questdo mais relacionada com a heuristica, que s3o os métodos
de resolugho.

6.2 O método de resolver o problema

“Um dos mais importantes deveres do professor é o de
auxiliar os scus alunos, o que nio é {4cil, pois exige lempo, pritica,
dedicagio e principios firmes.

O estudante deve adquirir tanta experiéncia pelo wrabalho
independente quanto The for possivel. Mas se cle for deixada
sozinho, sem ajuda ou com anxilio insuficiente, € possfvel que niio
experimente qualquer progresso. S¢ o professor ajudar demais,
nada restard para o aluno lazer. O professor deve auxiliar, nem
demais nem de menos, mas de tal modo gue ao estudante caiba
uma parcela razodvel do trabalho.

{--)

O professor deve colocar-se no lugar do aluno, perecbher o
ponto de vista deste, procurar compreender O qUE se Passa e sua
cabega ¢ fazer uma pergunta ou indicar um passo que poderia ter
ocarrido ao proprio estudante.” (POLYA, 1978. p. 1)

Com este trecho, POLYA inicia o primeira parte de seu livro,
no qual s¢ preocupird em coligir ¢ agropar indagagdes ¢ sugestdes
tipicas, tleis para discutir os problemas com os alunos, ¢ cm
selecionid-las ¢ dispd-las cuidadosamente numa lista, na ordem em
que ¢ mais provivel que ocorram (igualmente dtil Aqueles que
procurem resolver problemus por si proprios). A familiarizagio
com tal lista levar-nos-ia a perceber, por detrds das sugestdes, as
agdes requeridas, ¢ a concluir que a lista enumery, indiretamente,
as operagdes mentais tipicas, dleis para a resoluglio de problemas.
Assim POLYA introduz suas consideragdes sobre os “'procedi-
menios heuristicos™ lipicos para a resolugio de problemas.
SCHOLENFELD usard "Heuristica™ para significar uma sugesiao
ou cstralégia geral independente de qualquer t6épico ou assunto
particular, que auxilic o resolvedor de problemas a aproximar ¢
compreender um problema ¢ cficientemente guiar seus recursos
para resolvé-los. (SCHOENTELD, 1980)

Busicumente, o processo de resolugiio de win problema en-
volve quatro fases, a saber: a compreensio do problema, o estabe-
lecimento de um plang, sua execuglio ¢ o retrospecto. Quando no
pracesso de resolugiio, pode ser que ndio seja tio nitida a distingfio
cntre cada uma dessas fases, mas a passagem por todas elas revela
aimportincia de cada uma.

Por exemplo: pode ser que percamos horas, dispendendo
cslorgos viios em céleulos ¢ tragados de figuras, quando a eles nos
atiramos aloituments, semn ter sequer compreendido o problema.
Em geral, ¢ indtil deter-nos nos detalhes, sem perceber a conexio
principal ou sem ter feito alguma espéeie de plano. Por sua vez,
muitos enganos podem ser evitados se, na cxecugiio de nosso
plano, nos preccupamos em verilicar cada passo. Por fim, muitos
dos melhores resultados e efeitos poderdio ficar perdidos se deixar-
mos de reexaminr ¢ reconsiderar a solugiio completa.

Alista” de POLYA cnumera as Vheurfsticas™ sugeridas para
as diversas fases, as quais sfio comentadas mais detalhadamente
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no seu “Pequeno Diciondrie de Heuristica™, que compde o corpo
do livro (1978). Nao reproduziremos aqui tal refagdo mas citare-
mos algumas das sugestdes, entre as propostas por cle, e as
destacadas por SCHOENFELD (1980), que nos chamaram mais
atengdo, quer pela freqliéneia com que produzem bons resultados,
quer pela simplificagdo que, em geral, imprimem ao trabalho, quer
pelo redimensionamento que podem proporcionar ao problema,
abrindo-o a abordagens absolutamente novas:

1. utilizar recursos de invariincia;

2. desenhar um diagrama;

3. reformular o problema.

1. Utilizar argumentos de invaridncia. Em minha prépria
experifneia, vejo revelar-se a fregiiéneia de seu aproveitamento.
Sc o enunciado € invariante para uma certa transformagio, o
mesmo ocotrerd com a resposla. Assim, é licito, por exemplo,
valer-se da simetria do enunciado ao elaborar scu plano de resolu-
o, ou de testes dimensionais na verificagdo de cada passo ¢ da
resposta a que se chega.

2. Desenhar um diagrama. E de grande valor para a simplifi-
caglio do problema. A visualizagfio da situagio, expressa ninma
forma mais direta, facilita a pereepgiio simultinea das diversas
varidveis envolvidas. **Vendo-0™ assim. podemas ter do problema
urna idéia mais abrangente, Por outro lado, os detalhes também siio
preservados quando desenhados no papel, de tal maneira que,
quando a ele voltamos, relembramos as informagBes anteriores,
Com isso ponpamos tempo ¢ trabalho. O diagrama muitas vezes
poderd revelar um aspecto diferente do problema c levar-nos a
conceber estratégias de ataque mais cficazes. (POLYA, 1978)

3. Reformular o problema. Encanta-me. Parcce-me que é a
chave que libera a criatividade, pois que tende a provocar a ruptura,
a nova concepgio. Pode-se reformular o problema por uma mu-
danga de perspectiva ou de nolagio; pode-se ainda assumir uma
solugfio para determinar as propriedades que deve ter; argumentar
pela contradigio também é reformular o problema. (SCHOREN-
FELD, 1980)

7. Os estudos sobre resolugio de problemas ¢ a “idéia
brithante™

Muitos t&m-sc dedicado a0 estudo dos métodos de resolugiio
de problemas, mativados pelos mais diversos interesses, publican-
do trabalhos dirigidos a variados tipos de leitores, com enfoques
por vezes contrastantes ¢ Enfase nos mais diferentes aspectos.

A psicologia, desde o século passado. vem pesquisando ex-
perimentalmente a questio da resolugio de problemas pelo ser
humanao.

Nio nos deteremos aqui cin explicar as posigdies assumidas
pelas adeptos das vdrias teorias (Teoria das Provas e Erros, Gestall,
cic). Focalizaremos nossa atengfio num ponto sobre o quai, a
despelto do desenvolvimento das pesquisas e andlises, muito pou-
co se tem a dizer de definitivo: o aparecimento da “'idéia brithan-
e, 0 “insight’’, 0 *'clic” - uma experiéncia que todos jd viveram,
mas gque € 180 difieil deserever ¢ cujo controle é ainda hoje um
enigma. (POLYA, 1978, PUCKIN, 1969

A “caixa preta”, que é a génese da “idéia brilhante”, nos leva
a considerar o papel do pensamento intuitivo na resolugio de
problemas, quer sejam matemdticos, quer cnvelvam situagdes
outras da vida de cada um.

Ainda no século XVII, os {ilésofos racionalistas Descartes,
Spinoza ¢ Leibnitz estudaram alguns companentes do pensamento
criador. As teses desses {ilésofos, no que tange 3 intuigho, reve-
lam-se interessantes para a apreensdo da especificidade da ativida-
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de heurfstica. Mostraram eles que na composigio da atividade
intelectual humana existem verdades que sdo descobertas pelo
inlclecto, nio & base de argumentagio 16gica e raciocinio, mas
através de uma peculiar e sdbita visfio intelectual. Os filésofos
racionalistas, apologistas do raciocinio analitico, nio sé reconhe-
ciam o fato da concepglo intuitiva do real, mas também a consi-
deravam uma forma superior de concepglo: *“No alo da intuigzo,
a mente raciocina ¢ conlempla simultaneamente.”’ (PUCKIN,
1969)

Pesquisadores contemporineos €m posto em destaque a
urgéncia da descoberta daguilo que fundamenta o pensamento
intuitive, bem como da esirutura l6gica do raciocinio. Procuram
0s clementos que o compdem, nfio passiveis de redugdo & provae
que constituem importante elo da atividade heurfstica.

BRUNER (1968) quis caracterizar o raciocinio intuitivo con-
trapondo-o a0 raciocinio analitico, que se caracteriza pelo fato de
serem suas etapas isoladas, nitidamente concebidas ¢ objetivadas
pelo homem, podendo ser expressas por meio de palavras. Em
geral, o homem tem plena consciéncia, tanto do conteddo como do
desenrolar do pensamento. Neste caso, o raciocinio pode ser
resumido A forma de reflexdes harmndnicas, partindo do geral para
¢ particular, ou entdo i forma de andlises sucessivas, vindo do
particular para o geral.

J4 no raciocinio intuitivo, inexistem etapas nilidamente de-
terminadas. A principal tendéncia do raciocinio intuitivo ¢ a per-
cepglio concisa do problema global. O homem chega 4 respasta
que procura scm ter consciéncia do processo pelo qual cla foi
atingida. Além disso, nesse caso, a prépria matéria do problema
vai sendo refletida inconscientemente. O raciocinio & feito através
de saltos, ripidas mutagdes, sem que sc possam distinguir os elos
isolados.

Pergunta-se entior 0 emprego de determinados procedi-
mentos heurfsticos poderi exercer alguma agfio positiva no desen-
volvimento do raciocinio intuitivo?”

Scgundo BRUNER, um processo heurfstico &, essencialmen-
te, um método ndo rigoroso de conseguir solugdes para problemas.
LEmbora o processo hewrfstico muitas vezes leve i solugfio, nio
olerece garantia alguma de fazé-lo. Um algoritmo, este sim, & um
processo de resalver um problema que garante, se ¢ seguirmos com
exatidio, encontrarmos, o fim de um nimero limitado de ctapas,
a solugio, desde que cla cxista. Muitas vezes, quando nio se
conhece nenhum processo algoritmico, pode-se utilizar um pro-
cesso heurfstico; essa ¢ uma de suas vantagens. Ainda mais, mesmo
quando se dispe de um algoritmo, processos heurfsticos podem
ser muito mais ripidos. (BRUNER, 1968)

O ensino de certos processos hewrdsticos facilitard o pensa-
mento intuitive? Por exemplo, dever-se-4 ensinar explicitamente
a0s alunos: *'Quando voed nio conseguir descobrir como proceder
com um problema, procure pensar num problema mais simples
semelhante a ¢l a seguir, empregue o método para a resolugéo do
problema mais simples para o plano de solugiio do problema mais
complicado.”? Ou deverd o aluno ser levado a aprender tal téenica
sem gue a exponhamos, verbalmente, desse modo?

I possivel que o velho provérbiodalagarta que ndo conseguia
andar quando tentava explicar como o {azia tenha aplicagio nesse
caso. O aluno que se torma obsessivamente consciente das regras
heuristicas de que se utiliza para fazer suas aremetidas intuitivas,
paderd reduzir esse processo a um método analitico. Por outro lado,
¢ dificil acreditar que as regras heurfsticas gerais - o uso da
analogia, o recurso & simetria, o exame de condigdes-limite, a
visualizagio da salugio - quando empregadas [regiientemente, néo
sirvam como apoio ¢ suporte a0 pensamento intuitivo. (BRUNER,
1968)
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O quc mais terd infludncia sobre o pensamento intuitivo?
Parece provéve! que o pensamento intuitivo eficiente seja fortale-
cido pelo desenvolvimento da auto-confianga ¢ da coragem do
aluno. uma pessoa que pensa intuilivamente pode muitas vezes
atingir solugbes corretas, mas também incorre em e1ros, constala-
dos quando ¢la mesma ou outros fazem uma verificagio. Tal tipo
de pensamento exige, por isso mesmo, um cerlo despojamento para
permitir-se a si mesmo cometer enganos honestos na tentativa de
resolver problemas. Alguém que scja inseguro, que carega de
confianga em si mesmo, provavelmente nfo estard disposto a
corter tais riscos. (BRUNER, 1968)

Com essas premissas, poder-se-ia indagar se o atual sistema
de recompensas e punigdes, como ainda vigora na maior parte de
nossas escolas, niic tendetia a inibir o emprego do pensamento
intuitivo.

Numa cullura como a nossa - onde exisle uma pressio 150
grande no sentido da uniformidade do gosto em nossos meios de
comunicagio de massa, 130 grande temor em relagio aos estilos
excéntricos, e também, na verdade, uma certa suspeigio sobre a
prépria idéia de estilo - nutrir a intuigho confiante torna-se algo de
grande importincia para que a pessoa encontre os scus caminhos.
Aqui, a resolugiio de problemas poderd ter um papel especial a
desempenhar.

8. A matemética ¢ 56 “resolver problemas™?

Niic havia intengio de, neste texto, discorrer longa ou pro-
fundamente a respeito da esséneia da atividade matemdtica, Mas
ocorreu-me que mais um trabalho como este - que de certa forma
reflete a insisténcia da preccupagho com as relagdes entre resolu-
0 de problemas e ensino da Matemdtica, a evidéncia da recipro-
cidade e das miltiplas possibilidades das contribuigdes de uma ao
oulro, a diversidade e freqiiéncia das experiéncias de exploragiio
das oportunidades que sc oferecem mutuamente - pode ter levan-
tado elementos que venham reforgar a impressiio ou a convicglio
que muita gente tem de que o “fazer Maiemidtica” se confunde
com o “resolver problemas’,

Tal “'identificagfio™ tem impregnado o ensino de Matemdtica,

reduzindo o aprender Malemdtica 3 mera aquisigio de iéenicas ¢
treinamento de procedimentos - na melhor das hipéteses, heuristi-
cos, mas, no mais das vezes, simplesmente algoritmicos -, negando
ao aluno o conhecimento e a expetiéneia de outras possibilidades
da atividade matemdtica, tio [érteis do ponto de vista da predugio
matemética, quanto das contribui¢des para a educagfio, entendida
num sentido amplo.

Por isso, resolvi encerrar este artigo, ranscrevendo um trecho
de uma cntrevisia que o matemético Michael Atiyah concedeu a
Robert Minio, em que ele fala de outras possibilidades da atividade
matemélica; neste caso, no seu jeito de fazer Matemdtica:

“Uma pessoa pode de repente dizer:
- Quero resolver este problema

e depois cla mesma sc interroga:

- Cotna resolva este problema?
Eu ndo faco assin.

Nuavego em dguas matemdtiicas,
refletindo sobre as coisas. curioso,
conversaido com uns e oulros,
remexendo idéias.

£ assim as coisas surgem

e eu as persigo.

As vezes, vejo algo que tem conexdes

com outras coisas que conhego,

¢ cu junto as iddias

¢ os resultados viio aparccendo.

Nunca praticamente comecei um trabalho
sabendo antes o que queria fazer

¢ conhecendo para onde cle iria me conduzir.
Interessa-me a Matemdtica;

cu converso, e aprendo, discuto

¢ assim as perguntas vio surgindo.

Nunca comecei com wn fim predeterminado,
que ndo fosse 0 da compreensiio da matemdtica.”

(AITYAH, 1985)
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